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Asympt41-tische Ontwikkelingen met behulp van de Laplace-integraal. 
In hoofdstuk III over Laplece-integralen (zie voor de defi-
nitie en aannamen omtrent de objectfunctie het begin van dat hoofdstuk) 
is bewezen (pag.27,stellin~ 10): 
Indien £CF) ? J~ e-stf(t)dt een ha.lfvlak van voorwaa'rdelijke 
oonvergentie bezit an ~p 
lim t Ftl) - 8 {Pi> - I) t :> o. - l... 1 
~+l t ➔O 
dan nadert .S '£(F} tot B rcr+ 1) , 
als ts l onbegrensd aangroei t met \ arg 5 t ~ :Y< 1!. 
. 2. 
Uit deze stelling is onmiddellijk een stalling af te leiden, 
die uit een a:aymptotische ontwikkel:i.ng van de objeotfunctie.f(t) bij 
t = 0 concludeert j;ot een asymptot:l.sehe ontwikkeling van de resultaat-
functie £ (F) · voor s ~ oc ; - . 
~telling 1. : Indienl (F) een halfvlak van voorwaardelijke convergelltie 
bezit,dan volgt uit 
oo " 
. Flt} rv L cR,t rv (--./ <)o <A,<· .. ~+ oo) 
bij t = O,d. w.z. 
-t. - ';\.,_+, ( Ff t l - f. c./c/) ---) C •'-+ , voor t .-.Jo o e:n 
\l~Q 
iedere · niet-negatieve n) 
de ontwikkel:i,.ng 
ac 
;{, C F) N [ C . rcx.,. ,+ ,} 
. n,-.:o t'\o .,$ ~I"\+ I . . . . 
voor onbegrensd toe:nemende lil metlarg S \ f J'< 1I ,d.·w. z. 
si\,.u,+ I (£c F")- f_ Cv f( )__..,+,,·\ .: C F(l ... ,) 
,r::.o S X.,,+, / n..+I ""•• 
voor iedere niet-negatie-egehele n. · 
Voor het bewij s hoe:tt men de vor:tge st.elling slechts to.e 
F(t)- [. c.,,t" i.p~v. o:p f(t) me_t ~ ::: )I""+' ··en. B -=-Cn.+J 
'If:() 
Tot nu toe is t reeel ondersteld.Om stelling 1 onder zeket-e 
aannamen uit te breiden tot eo:m.plexe t,generalisere1;1 we de Laplace .... 
integraal do,or een compl~x,~ ln.tegratieweg toe te laten.Eerst 
we n9g; · 
~telli!I f: f.<s) =£(F) is in bet inv.iend1ge van bet 
-vla.lt··anal;rstfi~;ren er g:lfi~;-stt· KC- . ··•• · .. ···.•·· 
.. ··.··· l$J •··.· .. · (-,) <<I .. ·· .·· ... ··•·, ltlclt~ 
. ·.•··:··. ··. . . · .. 0 J<>•r be~.<b~~··•\\ ;1:1,d~x:t ~e •.~~ .. ·.··•·· a~,;~; l~• iJ 
~ 
Lemma 1 •: f C !> > = f e -St.. f ( t,) dt ( 0( >,) 
« .!. 
is een gehele funotie en « . S{k) l<f -St K 
c;1.. CS>:: (-1> -1 e t Fcl)dl.. Ck= ,,1.j ... ). 
- ¢0 l"\.. 
Wegens de gelijkmatige conv~rgentie van L (-st.) op het integratie-
int.erval is (;)(_ 1"':o n,! 
0.0 
. fo((S):; L .§._~ I (-tf''f{t} clt. 
,, .. -= 0 l"\, • .!.. 
~ 
Elke term van deze reeks is een gehele functie en de reeks oonvergeert 
in ieder b~grensd gebied gelijkmatig,dus is f« (S) geheel en 
. { K) o.::> . II(. . oe . f« · < s) = L s '"" -K I J ( --f.. ) n. F ( l) d t ::: f e -st..< -t) K Ft t) d t., 
11.::k (n.-k). .!. 1 
. .. 04 - .. 
of . 
Lemma 2; -;/, (F) vonirergeert in iede:r begrensd g~bied binnen het con-
vergentie-halfvlak gelijkmatig aan de bovengrena. 
Dit lemma is bevat in de hulpstelling van hoofdatuk III pag.23, 
waar de gelijkmatige convergentie zelfs bewezen wordt in elke hoek 
I arg ( S - 50 ) \ ~ J' < IT a].s S0 een convergentiepunt va:n de integraal is. 
t 
.Lemma. J: ;/, (F) eonvergeert in ieder hal:f'vlak ~ S ~ a- (due zeker in 
ieder begrensd ge'bied)gelijkmatig aan de benedengrens. 
Omda.t van F (t) verondersteld is ,,,.dat ze aan de benedengrens ab-
soluut-oneigeltlijk in~egreerbaar is,is .Lt Fft,)tdt, . willekeurig kle~ 
te maken,al.s b > a> 0 voldooode klein is.Maar dan is,wegens de in het 
l 1 b - st. . •. , vt bf I:. ha.lfvlak geldende ongelijkheid °"' e F( t) dl t~ e J \ F(-l)ldt, 
het linkerl.id willekeurig klein te maken. °' 
Om nu het bewij s van stelling 2 te geven, slaan we om elk willekeurig 
punt van het inwe.ndige van het convergentiehal:fvlak van t(s) een bin-. 
nen het halfvlak gelegen oirkel,waarin dus op grond van de lemma's 
2 en J gelijkmatig geldt: lim f (s.) = J (~). Op grond van de dubbel• 
OC ➔ OO '«. . .·. . . . . .· 
reeksenstelling van Weierstrass en lemma 1 is f (S) bi:nnen h~t 01.rkel-
t je analytisehuen geldt·: .. . bQ 
f (k) . ·.· _r(k) . . f. (K} )<J· . t 1( . : (S) bestaat en , J (S) = limoo { S) = (·1) .. €-s t Fa .. ) flt 
. «➔ ,:;I.. o ' q.e .. d.. . 
lie bewijzen nu:. 
Stelling J: Is F(t) = O(e Cl Jt.l ) (a~ 0) voor t ➔ 00 i.n « ( arg t ( p 
(~-oc<11"}. ~n le F (t) daar :regulie;r (l>ehalv~ eventueel int • O.'etl( ;··•• 
t =- oo ,·als F (1,) dan maar langs iedere straa.l ~ar t ~· 0 a.baQlu'\lt t 
greerbaar·.·1_.!\,dan. eomrere;ee:r:t· de g~ge-ral.isee~e ... La:P3taoe.-1~~1 
£.· .. ·.•·.•. <4f>·(···· f.·•··J·•···•··· = .. ·.:.·. J.·.· . ·•·•· .... ·.· .. :.-. s. t..··· .. F1.·.c .. ··t. ... ··· .. } .•• d.t ..... <ex ... <·.· .'f ....... ···•···<·f3·>· m.• ... 1ns .. t. e ... ·•·n···is ....• lr.r~ .. •.·.· .... ··.· .. e .·· .. ·.·."' . ·····.···.s ...... ··.·.·.•·.· .. ·.).·.·.·.··.?.· ... •·.·.· .. •a.·· .... •.· ... .' ... ·•·.•.·e ... ;;.·•.,.• daa.r a.nal.rl:iseh. Voorts zijn alle ~,;ineti~a ... ·;L. ~[fle.l~til£1i.el;l_V~"' 
.z~lf<l~ ~yti~e tundtie,. 
✓,·, 
.J. i if • • J < v,(J FJ Substi tu tie van v = re. ( r ree0l) in r,..., geeft: 
• ~ i.,f . 
e. <.fJ J e-.e .srf(re.1.lf)dr. 
Wegens I Rt>\< Ae. QI"' (hetgeen ui.t het gegeven ;olgt}, c:onvergeert deze 
integraal minstens voor 1ut(e'fs) >Ct.en wel absoiuut.Volgens stelling 1.. 
is ;z. 1'1'1( F) daar analy:tisch.. ·.·· •. 
Beschouw nu de puntenr-f; = Rel~ en Tt.:: R ~ .. 1,rp,._ · (R reeel} met 
-< < i < ~ < j3 • Volgens,,de stelling vanT?aue.hi is .. 
J 1 e -St F(t) cLt = J e -St. f(t) ell+ Se -Sl F{t) clt.. 
0 0 0· .. ' (De .integratieweg bij het eerste tweetal integriilen zij rechtlijnig, 
die biij de derde zij de boog van de cirkel l t. l : RJ. 
Voor R -,., 6-C nadert de eerste integraal tot £(V'z }( FJ .1 de tweede tot 
-;£ UP.)( F). De derde integraal nadert tot ntil v.oor al.le punten s, 
die op het in beide halfvlakken //J (e "fis) > a en ~ (e c'tfa S)>Clgelegen 
deel van de bisectri~e van de begrenzingsret\hten dezer halfvlakken gele-
gen zijn:!mmers v~or die punten geldt : 
arg s = - If,+ ~J; en. l ~ l c"os -~1...::..1L- > a 
4 ~ 
en wegens IJ2 (St.),: IS J R cos ( 'f - . lf•~ f£ ) ~ \ s l R cos Yi t» i5; t= -st.Rt)clt.l ,,;;: R ~ 'f, - 'f,) e - !st R co. 'A; 'f', • A e. a.R " 
I A ) -Ft( lS\ c.os "fi:~Y, - et) ( 'ft. - tf, e 
Vt~,:- de bescbouwde punten s nu~is de coe·ffioient van -R in de exponent 
po.sitief,dus nadert het reohterlid van de laatste ongelijneid tot nul 
voor 1 ➔ + oo .Twee willekeurige integralen "ct(YiJ( F) en o((Vi.J(FJ 
stemmen dus op een halve reehte overeen en zijn dus elementen van a.e-
zelfde anal ytische functie .-
Bewi j zen we nu de uitbreiding van stelltng 1: 
Stelling 4-: Voldoet F(t) aan de voo.rwaa.rden van stelling 3 e.n ge1d:t; bo-
vendien 00 
- . · .. ·. ·). . ·.. . . 
. F( ~J N L cn.l .n ( - I < Al> < A, < .... ,--) ~ ~) 
h,;Q .. . . . .·. ·' 
voQ:r:- ltl ---+,. o bij vast. a~g .-l met ex. < arg i <~ ,dan geldt voor de i11 
-/3--- 1( < argS < -« + Jr door J( s) = £ ('/J{ f} (~ < y.r..pJ g8de:f1nieerd~ 
l. 2. . > 
functie: QO 
··fi. (SJr-.J .. [_ C~ rtAt'\+1). Voor s ➔ ·00 
ri.=o · S ~~~+ 1 ·· ·· 
$elij kmatig in -/3- f + P'< arg S · < -of+ f- d; 
· bij iedere a"> O, · · .• . . 
Stelt men t = re '-f (r reetel) (~<t</3 ),dan is 
J"°t'fJ t, '-.'I oc:, - s e ~,,.. ,rp, 
0 e- s Ftt) dt == ,e. f e. F{re. )clr 
en . 00 i1' v o,'.\ F( re '-fJ rv [. cn.e "'r n.. 
. ~~o 
Toepaasi:ng v:a.nc!tellir:,f 1 geef't: oo f c S) rv e ''f L C.n. e < n. ¥ 1-c ~ n + , t_ = 1 en r C An+ , ) 
n.=o (SeLf)-t.,-1,-, r.::.:::o 5;ln+t 
v•or lsl ~ o0 met -t-f ·l Lf''<,~lr>.JS <-y>+7f.-t"(t°>o) 
Di t geld't voor iedere lf met o<. < 'f < fJ ~dat de ontwikkeling geldt 
in -P < JI+ a< a.r.fi s < -c,( +JI_ s:f t\QJ 
~ z 
Syllabus Colloquium Asimptotische Ont~··ikke~ingen 
Spreker: B.J. de Jong, Kinderdijkstr.16 - AsdoZd. 
Een toepassing van stelling 4 vinden 1,te in: 
d.~ .. -rr·e lt~ ....... V9-p,_J, t irJ.111&. ... YP.or l oJLL_J..$.l 
We br schou"!,•ren de voor Rs> 0 rE'!guliere functie i (s) = log /(s) - s log s +%log s + s - ~~ log 2n 
en 1,,1e veronderstellen bE=ikend, dat 
{ (s) --a, o voor s , +~ (s reeel). 
7, 
V-olgens Hoofdstuk III, pagc23, stelling J is dit zekf'r noodzakelijk, 
opdat { ( s) een Laplace-gF•transi'ormeerde zij. 
i· ,. Uit 1 (s). = r-~§) ___ -log s + _j_ en 
.
;-' ( ~±..11 ~s) res) + 1 ( vof:t door diff f!rentieren u.i t 
;""ts+TJ /ls) s ) 
rcs+1) = s;(s) 
volgt, da.t{(s) voldoet aan de differentievergelijking 
I . . . I 
Y (s+l) - Y (s) = - log (1 + l) + 7f (1 + _.L) (1) 
s s s+'l 
Voldoet ook g (s) aa:n deze v!'rgelijking, dan geldt, 
als '\!Te g {s) -{(s) = v (s) stellen, 
I 
• (s+1) - vt(s) =Oen dus v (s+1) - v (s)'= c. 
Slechts al_s v (s) ::. o is, ge,ldt g (s)-> O voor s-"? + tx:> (s r("•eel). 
Van alle functies, die aan (1} voldoen, kan dus .+<s) slechts 8en 
La·. p·.·. lace get·r .. ansformeerd3 .. z. ljn. Ve. ronde.rstBl nu, dat .. ~r in. derda.. ad. ee._n .. · .. · ... · .. ·. l. ·.•.·.· 
F(z> ie me'/(s) = L ~F (t)L Volgens stellin,: 2 is dan t'<s~ =i'.,~.:t,._['71c)~ 
.. Verder ziet men gemakkelijk in dat r1 (s+1) = L(-te".t'F{t)) 
-t -t 
Voorts is 1 = L(1) ""n 1 - L(e ) -~n·10.g {1 t 1·.) = L (i- a ) . $ . ·;-;, . s ·t 
(Hat laatste verifieeert men door het linkerlid in een re~ks t~ orit--
-w.ikkelen, en tPrmsgewiJze:de bijb~hOrt9nde objectfun9tie 
DtlS moe t E' ( t) vo],doen aa.n 
· ..· .. •t 
• t e .. F(t) +/tF(t) = -
.... t 
) ' 
F(t} = 1 ( ··•~ - 1 
t .. •.·. t--e t . t 
~.lechts polen ell -vre 1 in t 
Deze tunctfe hf'e:ft als 
···:dus •... :tn · 'tibijzo~der .. in )farg t;f<¾ 
.. · .. • .·· .. \ .. ·· .. ·.·.· .· .. €. ( tt .. · .... 
Ft {t) =.O {e- } voor. t--=, Cc, voo:r 
regUlter.. Hier geldf zeker 
i~~~~ e.>,o. Volgens steil:ing 3 
.. 
6 • 
3 heett r (t) dus ,:,en L.-getransrermeerde tan deze moet aan (1) vol .. 
doen, zodat dus inderdaad r(s) = L CF). 
In de omgeving van de oorsprong 1s F(t) (die ePn e,ren tunctie ie) 
in een machtreeks t~ ontwikkelen. 
De ont\o•ikkeling df'lt1n1eert juist de getallen van Bernoulli B : 
F(t) = ~ (-i)'f\•t '?>an t l1._n .. 1) 2n 
~ c,~n v. . 
Volgens stelling 4 geldt dus in\(arg s)f"'.7{ en g~lijkmatig in 
\Carg s)l ( Tl -tl' ~ :r'> ta) ~ . 
t(s) rv ~(-1)..,._ f>.a"' . ..~ .. , ot"'ttl ,: f> 
,n:;.f (at.--1 }(1.in) .S \ )"""'' D n •-
log i (s) rv s log s • ¼a log s - s + ~a log 21'+ c!J-l -➔ ~ - • -S':l...\,•I 
... =, ~~) ~!'\'\ 
Een toepassing van stelling 1 is: 
d§ 'Ut!J11UtQ.t.;i.A.Qb,e_2ntwUil~§Ung ya!Lqe_g~_s_,tel.:-:f~mQ.t.itl J.:SNr ,.ltQ21c U-:-
..x~ 
&Y&ltD.t. • \.,. \ 1"" )( ~ n 
re-'-} r( II\ t ¾) _ · .. .!.. , ) _ 1r> J I.v.m. r ...... - B(.,, m+ i:: - 2 eos..cnu ,ta ("h+t) A ◄ J.) 
Jo(x) = !. ,r iw'''F <xt.M /'"c1 .. !. (~ 
Vii t ••••"n! ,n+llt'• 'f 'f n J eo, (.x ~c.r Jr\ tr 
0 
,, . 
Voor t. ( s) vinden f d. ezeltde . lnt\.11kkeling als ( 1): 
-k.. 1 r(1n.,..1)) _ • .... t (s) l"\..lv.\'1"1 ·., \,,, .· ..... ·- ~ r. '*' (2), 
1 
'
1 n,:: o 11'. •rd .:, I 1 
echter nu voor s ➔ .)0 in ~\ 'TI ~ arg s -< ;; Tl 
Substitutie van t = 2 + u, daarna u = re~1 
met If = ~. Tl in de integraal voor t 'a ( s) gee ft: 
'<1~~) -~S (vi .· ~ \l"'I ~ ( s) = - e . e. )0 ..t.-s := ;,. [ r Jl,(if \ ~ -t "- -e ~ ,~ d y 
Ui t de ontwikkE:>ling . 1 ,-( \("Ii+ 1) . . 1 ·. .· J. 
·u · il-~ , - 1 ..:z . 1.{in .. l)'f r, ... (re t. ~ ( '4 + lt. -t. "~jj -= "' = o rr1 ! , ,., ~ • .>t., ~ 
in de omgeving van ~ ~ OJ en steM,in)~,1-, vo:~~: 
f' ( s) N - E! f I.. --2S ,2:)~-1 Hn~li . .J. ( 3) ~ .J~. .  ~ f):!'.·o ""I} .. I e'1 v211!:J r~ rd' A .~. --, 
voor s 7 ol) \,1,1 -~ 11\arg "'\ -,}; 
Cptelltng van (2) en (3) grPft Aen ontwikkeling van 1l :Q..-S ~Ja.1(\S) 
die zeker op de negatieve imsrinRire as geldig is. 
Substitutie van x =is gf'eft de ontv:tkkPl.ing, die zeker op de positieve 
_re<lle as geli,ii-•is~:oe r(¾ t n) I . . ~~(£ ... Tl/, 1-"n• 1'4~)· 
( ) -....-".,._...- -- -- . 
. JO X rv \ ~.. ,,,,Q .... r ti'.,. ni' . '2'· 1: ! X "f) 
Omdat Jo(x} even is, is nu dus voo1• alle x een asymptetisehe oot.."1.kk€'11n« 
afgele1d. 
Een toepassing van stelling 4 is n•g: 
£,L.!$.YJnp_totische ontt ikkeling van. d!$! fouqll.f~ct~ Vf:U Gau~§ 
Ui.t· .. ! t·( t-.· 0 .. t,,,} -- "". ~ f«: ... \¾t du ( bij d " t ti ijdi t ~ 4 -... .., j .._ waar . · e .. n egra e,.ieg evem, •. g ~ ... 
Jl 
de positieve :reele as ~-¾.' ~ ,-,t't-'111 
en de ontwikkeling M e - = ;~ 4-~.,1 · T bij t = 0 
en e - t'J"I = o ( 1) voor\~rg t)) \~o ~ .(~ ;,#'1 
-en stalling 4 volgt: 
&~ f' \ I E . i''.f!. ) l 
-~ t-l\,hi "'l- :n ~ ~.w ...... ' '] ... I... voor reale s ➔ + 0c). 
m· .· . (. . ) .,....o,.· . r n+J 
1 · . 1en t(s) = L (1( t)), kan men c,na.er zekere voor-,,,aarden omgek&&ri 
d.e obj~cttunctie F(t) in der_,.aul\11.attunctie F(s) uitdrukkent 
f(t) = L-1 f f'(s>}en nu u:!t het as711ptot~scll gedrag •~ f($) tot bet 
gedl•I van P(t) beslu1ten. Vel• der emk,.,erf'o:rQll-as be:ruJten op het 
-
'8. 
1ntegraaltheoreM van Pourier, dat..,. bekPnd veronde:rstflllen: 
Stellin& ;: Is G(t) 1n ieder oindig intPrval integreerbaar en bPstaat 
• :J.oa 
_[la<t)I dt, dan geldt in i~dAt- punt, -..,aarbij een omg,-ving aan 
te ceven 1st ¥aar1n G(t) van begren~de.i•~iati~ 1)1.to. 
~Ht+g) + Q(--gl = * 1•Lii•e"""--Y d:y J_•·"'~-r: G<C'.)d:C 
' ~ ,., -OQ -A> 
Met G(t) = o voor t -::-. o en G(t) = e-irt F(t) voor t) o 
geett dit, ao men x+1 y = s stelt: 
lt1J.ligg ~: Contergeert f.·st F(t)dt voor x)u absoluut, dan lfl'ldt in 
• (I 
:led.er punt, waarbij een omgeving aan te geven is, "'aarbij F(t) van be-
grenade var1at1e is: Tt'I,:-, .x-+t.:'-
.l"Oi+9.)_ + l"'li-!ll • L,rt j e ,-t:'j f(x + 1y)dy = 1-J -'".t t{a) ds (JQ4f) 
2 2TI ;.0-) 2Tli..x . 
~~tlling z: Is L(F) voor s= s0 cor.vergent, dan gPldt: ~• ~ (t )-:- fn-.: ( >>+- C.:co .I( t.J~-s ,) j_~l_ c'\ S \ ':)I':> 'r J:,) 
~-c.: ti) .s.· -.s Q 
met 45,t)-= f\ .. s~ r(i:.lh 
Vol1ens Hoof'dstulc: I:tI pig .20 is -voo~· :,e > F.s0 
lifil = J:-.s t es., t 41 ( t) 1 ~ 
.S--50 o · · , 
De integraal ui t het rechterlid eo:.,vergee:r·t voor Rs) Rs• absoluut, ,,. .. 
gens· de begrensdheid van p ( t,) (d:\.E.1 u.1 t de onderstslde convergentie 
van r.~o-C. F(t)dt volgt). Toepassing v;.n stelling 6 '>P e..5'0 t f (t), 
0 
betgeen ean continue tunctie 1s, geett het te bewijzene. 
§!tttJ.1,ns a: Is L (P') voor s = s._ conv~rgent en is P(t) voor t G° A 
f 1~ti:,01> tics, 
oontinu,. ter,,..,ijl G(t) = in,:. e f'(s)C:s met zekere x0 > Ra0 
.., .... o.:, 
voor alle t~ A convergeert en 1n ieder interval A ~t -S. T gelijkmatlg, 
dan geldt voor t ? . A: )(!,t ~"' 
FCtl =m-)._ .. ,.,:~-ts~1sids ·. . -.-_. 
tp gron.4 vwi, de 1elijltmati1• convergentie is O(t) in 1ftder tnt,nal 
A '!E, t ~ T oontinu en geldt er: 
~-~~ T Jf • ....s.t ( J t ($--s.) G(t)dt = ~ ) f(s,ds e dt • 'I"" 
2trc. ,( ·.. n, ti A ( • t 
_L ,f ... ~• :,. _,._._Jtc~;....s,,) t(s)da =;.rt~ r( · 
~ . s-s A ,...... . 
A . 
, op gron4 van stelliac '/ .. 
:Pit aa:tdt' voor 1eder~ f , A. Vegan.a 4• ootllflmlteil :•• 1t</t): ,. .. ~f~li 
,,,;,.,,, i: A c•l4t voor t) -'' · ·· ·· ,,. •··: 
~j ;;::·.,),,. .. ,,;,':iiai"f,;~.1Y;'.t )··,'', ·, ::\r<>~~~ .'",'' ' ' -
J X ♦ i.. O;;.J ts 9. F (t) = G (t) = 1 e r(s) ds, q e.d. 
2fiI' Jellfi. -
Toepassing van Hootdstuk III stell1ng ~, pag.23 geert: f ..;g iy\ §~gJ.liDB 2= Is I = e f(x+:f.y)dy voor t ~ A gelijkmatig conv-.:rgent, 
... oo 
dan geldt: I ➔ o voor t-+ oo . 
Toepassing van de stellingcn 8 an 9 geett: 
. 
S$tlJ.1DB ]Q: Is t(F) voor s=so ccn·,ergent en is F(t) voor t > A contt-
nu, terwijl 
•oor alle . t ~ 
J·-t co iyt :::: e t(x0 +iy)dy mot zekere x u) Bs0 
.. ca 
A gelijkmat1g convPrgeert, dan 1s: 
xt 
F(t) = o(e ) voor t ➔ co 
Alvorens daze stelling uit te breiden, le1den ve at een 
. J~ !yt t 
11:BJiPO:!te+lioc: Convergeert t1 g (y) dy gelijkmatig voor 
t ~ A> o en geldt g{y) ~ o voor y ~ 0c:> , dan r iyt eonvergeert e g(y)dy en ,.,,e1 ~,;!1.jkreatig voor t ~ A 
it1t;1.;J1: " 0 Q h • 
/b 1~1 ityj I { ~•.ty i 
Uit .) e g(y)dy= L e o ,) - -:-t:. e g (y)dy 
G • it ( I b ... . 
> 0, 
\'Olgt voor t > A: u 
=- ity I f e 'g(y)dy J f ¼ ( }g(a)l 
Ket rechterlid is, onafhankelijk vnr, t, 
~ l / 1t:r , I + /g(b)/ + J. e g (y)dy 
w:!.llo:-teurig kJ.ein, mi ts a en b 
maa:r voldcend groot zijn. · 
2DariiJ.ig: Een analoge stalling geldt bij, = ~ 00 
We breiden nu stalling 10 a.v. u1t: 
§t1J..JJ.ng ll : Onder de aa.nnamen: 
1) t(s) = L(F) is voor s = s0 convergent 
2) F(t) is voor t ~ A continu• 
- . 
3) t(s) is in Bs) a (a -! Rs0 ) analyt1sch en f~.s) 
heef't voor Rs ➔ a nog randwaarden. t(a+iy), 1odat · 
f(s) in Rs) a continu is. 
I :::- II . (n) 
4) ty. {a+ 1.J), t (a+17), .••••• ,t (a+iy) bestaa.n en 
y 7 
(n) . r,. (a+b) is :m l&de:r e1ndig inteff&l in~.pee:r-.. (kl . . .·.. . . . ~-1, . 
5') :;_f/0 .. - -r,. (a+iy) ~ () VOOl" 7 ➔ 2 O.· (k.-Ot, 1 t •-'•t .• ) '. j 1ty . . ·. . ' . ·. . . 
. . 6) e . r;1 <•~1y)47 Cf)QY81!'~l't voo:r .t ). A 1el1J .... ~•j 
· · · •· ·~ . ·. · .· · (X t, Q · ta • . · . . . .', ,, "i:;,1 
· · •· 2)_r-.1'.f• · etst.(s)ds · e~ ~~ ' t .. e. · t(1J4• ~!~~ ·· · }'.;~;::;~~;,; 
- - ·• ) ' ' · · . · ~4!:; $ , ' . '•.:.:•.', ,; '.:':,."·,,.:> .. :~,::.-2~•••,•:::>•a:\~' ,•1,,\:~:11"-'~~ ""'');,~,,;, l ~;' :!~"~'~ 
gelijkmatig tot nul voor · (...) ~ oo , 
-n at 
geldt: F(t) = o{t e ) voor t ~ ao 
Bewijs: Voor k = n volgt u1t 
r''ity (k-1) J e r (a+iy)dy = ...<l 
j_ e f (a +iy. 
it 
-~ _ ity (k-1) )~+ 
wegens 5) en 6) -w 
-t--u.'> f it,- (k) -, .l. e f (a+iy}dy 
:1t 
-4.> 
f°° ity (k-1) · 1 . J:+oe> J e f (a+iy)dy = -, j_ ity (k) · 
-oo _ ~ft -<» e f (a+iy)dy 
en we.gens 6) en de hulpstell_ing convergeert ook de integ~aal ui t 
linkerlid gelijkmatig voor t ~ A. 
De laatste betrekking is nu achtereenvolgens ook voor 
k = n-1, ...•• ,2, 1 te be~ijzen, zodat tenslotte geldt: 
10. 
het 
~ ity n [-t-oo ity (n) 
)
00 
e _ f(a+iy)dy =_ (-rt) J_oo e f (a+iy)dy, waarbij ook de in-
tegraal uit het linkerl1d gelijkmatig voor t ~A conv'°rgeert. f 0o ity '.""at· 11'1-1-1-11:> fts Nu is . . L e f'(a+1y)dy = e U::L e f(s)ds, .11raarbij de laatste 
2Tj .. (lo . 2,i/1 l'.J-<.o-
integraal in ieder interval A -f. t ~ T gelijkmatig convergeert en wegens 
7) en de wegens J) toepasbare uitbreid1ng·van de integraalstelling van 
Cauchy (waarbij de functie op d.e integratieweg zelf' slechts eontinu on-
-at r\+.:o. Its . 
dersteld worclt) gelijk is aan _e ·- _. e .:r.(s}ds. De laatste inte-
. ~i. . 
g;raal convergeert weer in "'o-i:llll 
ieder interval A ~- t L T gelijkmatig en dus geldt op grond van 
. --.. ' , 
t) en 2) e_n. stelling 8 voor ~~ A: _ _ · -f'Gb. _ _ . ._ 
. at 1~·+i:oe 1ts tnj. ity {'"' 
_ _ ~.rr.. e F(t):::i . e -· f(s·)ds s; 21T(- -1. ) · e f' (a+iy)dy, 
. " x,-... w 1 t ..;.o:, . 
op . grond van het eerder be,rezene • • 
Wegens 6) eti stalling.9 nadert d~ :tntegraal uit het laatste lid totn'tll. 
voor t ➔ 0o , ·waarmee hat gestelde be_wezen is. 
I',; 
